7.1

Definicoes e exemplos
Definicdo 7.1.1 A série da forma

Y cu(x—a)" =cotei(x—a)+er(x—a)’+...
n=1

se chama uma série de poténcias em (x — a).

m Exemplo 7.1 Quando a série ), n!x" converge?

Solucdo. Pelo Teste de razdo temos

n+1 1!
lim | = fim k" (n+ 1) = |x| lim (n+ 1) = oo
ne | x, n—oo |x|"n! n—oo
para x # 0. Assim a série converge s6 em x = 0, e diverge se x 7# 0. )

Z_ .0 oo x
= Exemplo 7.2 Quando a série ;| — converge?
n

Solugdo. Pelo Teste de raiz temos
’n

o Y - T B
i, Vol =l S =l =-0=0,

logo a série converge para todo x € IR. )

= Exemplo 7.3 Quando a série Y, 3"(x— 1)" converge?
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Solucdo. Pelo Teste de raiz temos
lim {/|x,| = lim V3x—1"=|x—1]-3.
n—yoo —»00

Logo se 3[x— 1| < 1 (ou seja 5 2ox< ) a série converge. Vamos analisar o caso 3|x — 1| = 1, isto

—4 2
éx= 3oux 3

a) Se x = 3, temos
oo 4 o

e a série diverge.
b) Se x = %, temos

oo

- 2
M(z-1)"= —1)"
n; -1 n;( )
e a série diverge.

Portanto a série converge apenas para x € (% %) )

Teorema 7.1.1 Para > | c,(x — a)" existem apenas trés opgdes:
1) Série converge s6 em x = a.
2) Série converge para todo x € R.
3) Existe R > 0 tal que série converge se |x —a| < R e diverge se |x —a| > R.
O nimero R chama-se raio de convergéncia.

Sejal ={x€R : Y, cy(x—a)"converge}. I chama-se intervalo de convergéncia.

Corolario 7.1.2 Devido Teorema 7.1.1 o intervalo de convergéncia coincide com um dos intervalos:

(a—R,a+R),
(a—R,a+R],
[a—R,a+R),
[a—R,a+R)].
e A e (x=2)
= Exemplo 7.4 Ache raio e intervalo de convergéncia da série )., | ——=——.
n
Solucdo. Temos
' Xpt1 |x_2|n+l n3 ) n3
1 _‘: : =[x 2| lim ——— = [x—2|.
fad b fad (n+1)3 |Jx=2" r=2] o (n+1)3 =2l

Portanto, se |x —2| < 1, a série converge, e se |x —2| > 1 série diverge. Assim R = 1.
Analisaremos o caso [x —2| =1,istoéx =3 oux = I.

a) Se x = 3, obtemos a série ), — convergente (série harmodnica generalizada).
n

_ n
b) Se x = 1, obtemos a série .., ( 53— convergente pelo a) (absolutamente).
"

Resumindo concluimos que o intervalo de convergéncia é [1,3]. 3-)
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- N HERR VA
m Exemplo 7.5 Ache o raio e intervalo de convergéncia da série ), ———— ES R
Solugao.
L N e | A A . fn+2 1
e | T s a2 I =

Assim, se [x+ 1] - % < 1 ou seja |x+ 1| < 2, série converge. Se |x + 1| > 2, série diverge. Portanto o
raio de convergéncia é 2.

Analisaremos o caso |x 4 1| =2, istoé x = 1 oux = —3.

a) Se x = 1, temos

() i (14+1)" i
n=0 V3n+2 2n n=0 3n+2 2" n:0

e a série diverge (pela comparagdo no limite com ) . que diverge).

1
nO\/—

b) Se x = —3, temos
oD S (3 )
n=0 V3n+2'2n n:OV n+2-2" n:O3n+2
e a série converge pelo Teste de Leibniz. Portanto o intervalo de convergéncia é [—3,1). )

=3)"- 2)"
m Exemplo 7.6 Ache raio e intervalo de convergéncia da série ) .., M

n-lnn
Solugdo. Temos
. (=3) x4 2t n-lnn Inn
fim 2L = pim ¢ =3-Jx+2[ i P =3.|x+2].
nes | xy P (n+1)-In(n+1) (=3)"|x+2|" bt2]- 1mn—i—l In(n+1) +2]

1 1
Se3-|x+2|<loulx+2|< 32 série converge. E se x4+ 2| > 32 série diverge. Logo o raio
1
de convergéncia é R = 3
1
Analisaremos o caso [x+2| = 320U sejax = —poux=-—3

5
a) Se x = 3 temos

e a série converge pelo Teste de Leibniz.

b) Sex = ——,
) Se x 3

TMg
3

5 |
S

|
g
S

o

=

S
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e a série diverge pelo Teste da Integral, pois
b—roo

oo b
/ X imInlnx| = limInlnb—1InIn2 = o
2 xlnx  bow 2

. . 75
Portanto o intervalo de convergéncia é (_5’ §) . )

Como calcular o raio de convergéncia R?

Método 1. Dada a série Y, cn(x —a)". Aplicando o teste de razdo e supondo ¢, # 0, para
n > p, temos

n+l
. Xn+1 . (@ 1 1
lim |2 = fim |22 ‘ = |x—al- lim Cntl ,
n—eo | X, n—o0 Cn X — a n—ee | Cp
onde x, = ¢,(x—a). Denote [ = lim , assim:
n—e | ¢,
. . 1
1) Série converge se [x—al-/ < 1ousejalx—al < —;
| [
2) Série diverge se |x —a| > 7
Portanto
R —1 (7.1)
T |l ’
lim | 2=
n—e | ¢,

O formula (7.1) chama-se formula de d’Alambert.

Método 2. Analogamente, aplicando o teste de razdo e supondo ¢, # 0, para todos n > p,
obtemos

R (7.2)

lim /ey
n—yoo

O formula (7.2) chama-se formula de Cauchy.

Obs ) S¢ ! =0, temos R = oo, isto € a série converge para todo x € R

Se [ = oo, temos R = 0, isto € a série converge somente para x = a.

3n+2\" "
5n+7) (x—l)

Solugdo. Usando formula de Cauchy, obtemos

m Exemplo 7.7 Ache Rpara) (

1 . ,,(3n+2) lim 3n+2 3
n—>°°5n+7 5

— =
e Sn+7

R n—oo
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5 28
portanto R = 3 e a série converge para x € (—5, §) Os pontos x = -3
adicional. ;=)

x=3 exigem a andlise

(2n)!
(n1)*

Solucdo. Usando formula de d’ Alambert, obtemos

m Exemplo 7.8 Ache Rpara ), x"

1 Q2r+10)) (n)? . (2n)!(2n+1)(2n+2)(n!)?

— = lim . = lim =4

R noe((n+1)1)2 (2n)! 5= (n+1)2(n!)2(2n)!

1 . 11 1 . .
portanto R = 7 © @ série converge para x € (_4_1 4_1) Os pontos x = — %= cxigema andlise
adicional. 1-)

m Exemplo 7.9 Ache R da série

szn( ”)2 :0.x+_x2+0-x3+—x4+.--
] (n!) 1 21

Solugdo. Neste caso c,—1 = 0, assim ndo podemos aplicar as formulas 7.1 e 7.2.
Usaremos teste de razio:
X2 (2n+2)!(n!)?

= P @) (- 1)1)2

Xn+1
Xn

lim

= |x|*- 4.
n—yo0

1 1
Agora, se |x|*-4 < 1, ou seja |x| < 502 série converge. Se |x|2-4 > 1, ou seja |x| > 502 série diverge.

1
Portanto R = > 1-)

= Exemplo 7.10 Quando a série}’"_o(—1)"" e ""* converge?

Seja senx = b, assim temos a série Yoo (—1)""e "? Denote x, = (—1)"Tle .

Se b > 0 ou senx > 0, a série converge pelo teste de Leibniz.

Se b < 0 ou senx < 0, a série diverge, pois x, - 0.

Se b = 0 ou senx = 0, obtemos série Y., (—1)"! divergente pois x,, + 0.

Logo a série converge quando senx > 0.

Podemos concluir entdo que existem as séries que dependem de varidvel x, e que tem o conjunto
de convergéncia diferente de um intervalo.



